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Parcijalne derivacije

Promatrajmo funkciju f : D → R, D ⊆ R2 i po volji odabranu točku
T0 = (x0, y0) ∈ D.

Neka je Πy0 ravnina y = y0 i označimo s Dy0 = Πy0 ∩D ⊆ D. Očito
je Dy0 6= ∅ jer sadrži barem točku T0.

Suženje
f |Dy0 ≡ f1 : Dy0 → R

smijemo smatrati funkcijom jedne varijable jer se mijenja samo
koordinata x . Vrijedi f1 (x) = f (x , y0).

Analogno imamo funkciju

f |Dx0 ≡ f2 : Dx0 → R

koju možemo smatrati funkcijom varijable y . Vrijedi
f2 (y) = f (x0, y).
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je Dy0 6= ∅ jer sadrži barem točku T0.
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Parcijalne derivacije

f1(x0)=f(x0,y0)

y

z

z=f(x,y0)=f1(x)
z=f(x,y)z=f(x0,y)=f2(y)

T=(x0,y0)

x

D
Dy0

Dx0
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Parcijalne derivacije

Parcijalna derivacija funkcije f : D → R, D ⊆ R2 po varijabli x u točki
T0 = (x0, y0) je derivacija funkcije (jedne varijable) f1

∂f (x0, y0)
∂x

≡ f ′x (x0, y0) = f ′1 (x0) = lim
x→x0

f1 (x)− f1 (x0)
x − x0

.

Analogno, parcijalna derivacija po varijabli y u točki T0 je derivacija
funkcije f2

∂f (x0, y0)
∂y

≡ f ′y (x0, y0) = f ′2 (y0) = lim
y→y0

f2 (y)− f2 (y0)
y − y0

.

Napomena

Graf z = f (x , y) funkcije je ploha. Presjěcemo li tu plohu ravninom
x = x0 ili y = y0 dobit ćemo ravninske krivulje Γ2 odnosno Γ1, redom.
Geometrijska interpretacija parcijalnih derivacija: ∂f (x0,y0)

∂x i ∂f (x0,y0)
∂y su

koeficijenti smjera tangente na Γ1, odnosno Γ2 u točki
T0 (x0, y0, z0 = f (x0, y0)) .
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T0 (x0, y0, z0 = f (x0, y0)) .

Gordan Radobolja (PMF) Matematika 2 11. travnja 2013. 4 / 17



Parcijalne derivacije

Analogno se definiraju i parcijalne derivacije funkcija tri i više varijabli.

Definicija
Parcijalna derivacija funkcije f : D → R, D ⊆ Rn po varijabli xi u tǒcki
T0 =

(
x01 , x

0
2 , . . . , x0n

)
je derivacija funkcije jedne varijable fi : Di → R,

Di ⊆ R definirane s

fi (x) = f
(
x01 , . . . x0i−1, x , x

0
i+1, . . . , x0n

)
, x ∈ Di

u točki x0i . Dakle,

∂f (T0)
∂xi

= f ′i
(
x0i
)
= lim

x→x 0i

fi (x)− fi
(
x0i
)

x − x0i
.

Za parcijalne derivacije joškoristimo i oznake:

f ′xi (T0) ili fxi (T0) .
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u točki x0i .

Dakle,

∂f (T0)
∂xi

= f ′i
(
x0i
)
= lim

x→x 0i

fi (x)− fi
(
x0i
)

x − x0i
.

Za parcijalne derivacije joškoristimo i oznake:

f ′xi (T0) ili fxi (T0) .

Gordan Radobolja (PMF) Matematika 2 11. travnja 2013. 5 / 17



Parcijalne derivacije

Analogno se definiraju i parcijalne derivacije funkcija tri i više varijabli.

Definicija
Parcijalna derivacija funkcije f : D → R, D ⊆ Rn po varijabli xi u tǒcki
T0 =

(
x01 , x

0
2 , . . . , x0n

)
je derivacija funkcije jedne varijable fi : Di → R,

Di ⊆ R definirane s

fi (x) = f
(
x01 , . . . x0i−1, x , x

0
i+1, . . . , x0n

)
, x ∈ Di
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Parcijalne derivacije

Definicija

Ako za f u T0 postoje parcijalne derivacije f ′xi (T0) po svim varijablama xi ,
onda kǎzemo da je f derivabilna u točki T0.

Ako je f derivabilna u svakoj točki T ∈ D, onda kǎzemo da je f
derivabilna funkcija.
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Parcijalne derivacije višeg reda

Definicija
Neka je A ⊆ D skup svih tǒcaka u kojima postoji parcijalna derivacija
f ′xi (T ) po varijabli xi . Funkciju f

′
xi : A→ R zovemo parcijalna derivacija

funkcije f po varijabli xi .

To je opet funkcija od n varijabli koja mǒze
imati svoje parcijalne derivacije. Parcijalnu derivaciju funkcije f ′xi po
varijabli xj zovemo parcijalna derivacija drugog reda funkcije f po
varijablama xi , xj i oznǎcavamo

∂2f
∂xi∂xj

ili f ′′xi xj ili fxi xj .

Analogno definiramo parcijalnu derivaciju m-tog reda funkcije f po
varijablama xi1 , xi2 , . . . , xim , gdje je i1, i2, . . . , im ∈ {1, 2, . . . , n}.

∂m f
∂xi1∂xi2 · · · ∂xim

ili f (m)xi1 xi2 ···xim ili fxi1 xi2 ···xim ,
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Neka je A ⊆ D skup svih tǒcaka u kojima postoji parcijalna derivacija
f ′xi (T ) po varijabli xi . Funkciju f

′
xi : A→ R zovemo parcijalna derivacija

funkcije f po varijabli xi . To je opet funkcija od n varijabli koja mǒze
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Parcijalne derivacije višeg reda

Primjer

Funkcija f (x , y) = sin
(
x + y2

)
je dobro definirana na D = R te ima

parcijalne derivacije svakog reda. Postupak deriviranja je jednostavan: kad
rǎcunamo f ′x (x , y) varijablu y u izrazu za f (x , y) tretiramo kao
konstantu, a kad rǎcunamo f ′y (x , y) , onda varijablu x u izrazu f (x , y)
tretiramo kao konstantu.

Dakle

f ′x (x , y) =
∂
[
sin
(
x + y2

)]
∂x

= cos
(
x + y2

)
,

f ′y (x , y) =
∂
[
sin
(
x + y2

)]
∂y

= 2y cos
(
x + y2

)
.
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Parcijalne derivacije višeg reda

Slično postupamo kod računanja parcijalnih derivacija višeg reda. Npr.
parcijalne derivacije drugog reda su

f ′′xx (x , y) =
∂ [f ′x (x , y)]

∂x
=

∂
[
cos
(
x + y2

)]
∂x

= − sin
(
x + y2

)
,

f ′′xy (x , y) =
∂ [f ′x (x , y)]

∂y
=

∂
[
cos
(
x + y2

)]
∂y

= −2y sin
(
x + y2

)
,

f ′′yx (x , y) =
∂
[
f ′y (x , y)

]
∂x

=
∂
[
2y cos

(
x + y2

)]
∂x

= −2y sin
(
x + y2

)
,

f ′′yy (x , y) =
∂
[
f ′y (x , y)

]
∂y

=
∂
[
2y cos

(
x + y2

)]
∂y

=

= 2 cos
(
x + y2

)
− 4y2 sin

(
x + y2

)
.

Gordan Radobolja (PMF) Matematika 2 11. travnja 2013. 9 / 17



Parcijalne derivacije višeg reda
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Slično postupamo kod računanja parcijalnih derivacija višeg reda. Npr.
parcijalne derivacije drugog reda su

f ′′xx (x , y) =
∂ [f ′x (x , y)]

∂x
=

∂
[
cos
(
x + y2

)]
∂x

= − sin
(
x + y2

)
,

f ′′xy (x , y) =
∂ [f ′x (x , y)]

∂y
=

∂
[
cos
(
x + y2

)]
∂y

= −2y sin
(
x + y2

)
,

f ′′yx (x , y) =
∂
[
f ′y (x , y)

]
∂x

=
∂
[
2y cos

(
x + y2

)]
∂x

= −2y sin
(
x + y2

)
,

f ′′yy (x , y) =
∂
[
f ′y (x , y)

]
∂y

=
∂
[
2y cos

(
x + y2

)]
∂y

=

= 2 cos
(
x + y2

)
− 4y2 sin

(
x + y2

)
.

Gordan Radobolja (PMF) Matematika 2 11. travnja 2013. 9 / 17



Parcijalne derivacije višeg reda
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Schwartzov teorem

U prethodnom primjeru je f ′′xy (x , y) = f
′′
yx (x , y) . To nije slučajnost:

Teorem (Schwartzov)

Neka je funkcija f : D → R, D ⊆ R2, derivabilna na nekoj okolini
K ((x0, y0) , δ) ⊆ D i neka f ima u toj okolini i parcijalnu derivaciju
drugoga reda po x i y redom, f ′′xy . Ako je funkcija

f ′′xy
∣∣
K ((x0,y0),δ)

: K ((x0, y0) , δ)→ R

neprekidna u tǒcki (x0, y0), onda postoji parcijalna derivacija drugoga reda
funkcije f po y i x redom u tǒcki (x0, y0) i pritom je

f ′′xy (x0, y0) = f
′′
yx (x0, y0) .

Napomena
Schwartzov teorem mǒzemo pooṕciti i na više derivacije (ako su
neprekidne), tj. opet nije bitan poredak deriviranja.
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Schwartzov teorem mǒzemo pooṕciti i na više derivacije (ako su
neprekidne), tj. opet nije bitan poredak deriviranja.

Gordan Radobolja (PMF) Matematika 2 11. travnja 2013. 10 / 17



Schwartzov teorem

U prethodnom primjeru je f ′′xy (x , y) = f
′′
yx (x , y) . To nije slučajnost:
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Schwartzov teorem

Za funkciju dviju varijabla možemo promatrati ukupno 23 = 8 parcijalnih
derivacija tréceg reda:

∂3f
∂x∂x∂x

,
∂f

∂x∂x∂y
,

∂f
∂x∂y∂x

,
∂3f

∂y∂x∂x
,

∂3f
∂y∂y∂x

,
∂3f

∂y∂x∂y
,

∂3f
∂x∂y∂y

,
∂3f

∂y∂y∂y

Me�utim, koristéci Schwartzov teorem promatramo samo 4 parcijalne
derivacije tréceg reda (uz razumljivu pretpostavku o neprekidnosti).

∂3f
∂x3

,
∂3f

∂x2∂y
,

∂3f
∂x∂y2

,
∂3f
∂y3

.

Općenito, za r ∈N postoji 2r parcijalnih derivacija r -tog reda, ali ih
različitih ima samo r + 1 i označavamo ih s

∂r f
∂x i∂y r−i

, i = 0, 1, . . . , r .
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Za funkciju dviju varijabla možemo promatrati ukupno 23 = 8 parcijalnih
derivacija tréceg reda:
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Schwartzov teorem

Primjer
Odredimo sve parcijalne derivacije drugoga reda i tréce parcijalne derivacije
po x, y i x redom, te po x, x, i y redom (ondje gdje postoje) za funkciju

f : D → R, D ⊆ R2, f (x , y) = x2y + x ln y .

Definicijsko podrǔcje D je otvorena poluravnina
{
(x , y) ∈ R2 | y > 0

}
i

funkcija f je derivabilna. Pritom je, u bilo kojoj točki (x , y) ∈ D,

f ′x (x , y) = 2xy + ln y , f ′y (x , y) = x
2 +

x
y
.
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Definicijsko podrǔcje D je otvorena poluravnina
{
(x , y) ∈ R2 | y > 0

}
i

funkcija f je derivabilna. Pritom je, u bilo kojoj točki (x , y) ∈ D,
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Schwartzov teorem

Primjer
Primijetimo da su i obje parcijalne derivacije derivabilne funkcije, tj. da je
funkcija f dvaput derivabilna, i da je

f ′′xx (x , y) = 2y , f ′′yx (x , y) = 2x +
1
y
,

f ′′xy (x , y) = 2x +
1
y
, f ′′yy (x , y) = −

x
y2
.

Napokon, očito je da je f i triput (zapravo, po volji mnogo puta)
derivabilna i da je f ′′′xyx (x , y) = 2 = f

′′′
yxx (x , y).
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Napokon, očito je da je f i triput (zapravo, po volji mnogo puta)
derivabilna i da je f ′′′xyx (x , y) = 2 = f

′′′
yxx (x , y).

Gordan Radobolja (PMF) Matematika 2 11. travnja 2013. 13 / 17



Schwartzov teorem

Primjer

Promatrajmo funkciju f : R2 → R zadanu propisom

f (x , y) =

 xy · x
2 − y2
x2 + y2

, (x , y) 6= (0, 0)
0, (x , y) = (0, 0)

.

Funkcija f je derivabilna na R2 \ {(0, 0)} i pritom je

f ′x (x , y) = y
(
x2 − y2
x2 + y2

+
4x2y2

(x2 + y2)2

)
,

f ′y (x , y) = x
(
x2 − y2
x2 + y2

− 4x2y2

(x2 + y2)2

)
.

Nadalje, obje ove parcijalne derivacije su derivabilne funkcije na
R2 \ {(0, 0)} i vrijedi:
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Schwartzov teorem

Primjer

f ′′yx (x , y) =
x2 − y2
x2 + y2

(
1+

8x2y2

(x2 + y2)2

)
= f ′′xy (x , y).

Pogledajmo sada što je s derivabilnoš́cu u tǒcki (0, 0)!
Budúci je f (x , 0) = 0 za svaki x ∈ R i f (0, y) = 0 za svaki y ∈ R, f je
derivabilna i u (0, 0) i vrijedi

f ′x (0, 0) = 0 = f
′
y (0, 0).

Primijetimo da je

f ′x (x , 0) = 0, f ′y (x , 0) = x , f ′x (0, y) = −y , f ′y (0, y) = 0,

pa za druge mješovite parcijalne derivacije funkcije f u tǒcki (0, 0)
dobivamo:

Gordan Radobolja (PMF) Matematika 2 11. travnja 2013. 15 / 17



Schwartzov teorem

Primjer

f ′′yx (x , y) =
x2 − y2
x2 + y2

(
1+

8x2y2

(x2 + y2)2

)
= f ′′xy (x , y).

Pogledajmo sada što je s derivabilnoš́cu u tǒcki (0, 0)!
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Schwartzov teorem

Primjer

f ′′xy (0, 0) = lim
y→0

f ′x (0, y)− f ′x (0, 0)
y − 0 = lim

y→0
−y − 0
y

= −1,

f ′′yx (0, 0) = lim
x→0

f ′y (x , 0)− f ′y (0, 0)
x − 0 = lim

x→0
x − 0
x

= 1.

Dakle, funkcija f je dvaput derivabilna. Me�utim, "mješovite" druge
parcijalne derivacije f ′′xy (0, 0) i f

′′
yx (0, 0) su me�usobno razlǐcite!

Uzrok, dakako, lězi u tome što funkcija f ′′xy ima prekid u tǒcki (0, 0) pa
nisu ispunjeni uvjeti Schwartzovog teorema.
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Derivabilnost i neprekidnost

Za funkcije jedne varijable je derivabilnost povlačila neprekidnost. No, za
funkcije više varijabli to općenito ne vrijedi!

Primjer

Pokazali smo da funkcija f : R2 → R zadana propisom

f (x , y) =

{ xy
x2 + y2

, (x , y) 6= (0, 0)
0, (x , y) = (0, 0)

ima prekid u (0, 0) ( lim
(x ,y )→(0,0)

f (x , y) ne postoji). Me�utim, f je

derivabilna u tǒcki (0, 0). Naime

f ′x (0, 0) = lim
x→0

f (x , 0)− f (0, 0)
x − 0 = lim

x→0

x ·0
x 2+02 − 0
x − 0 = 0,

a slǐcno se pokǎze da je i fy (0, 0) = 0.
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